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1 序論
本研究の目的は，粘性圧縮性流れに対する効率的
な気泡関数による解析手法及び形状決定問題における
新しいアルゴリズムを提案し，数値解析的に形状決定
問題を取り扱うことである．本研究で対象とする形状
決定問題は抗力を最小限に抑えることである．航空機
等の外部搭載物には，燃料タンク，パイロン，カメラ
等があり，これらは流れにおける抗力を増加させ，航
空機に本来備わる飛行性能に影響を与えるため，抗力
を最小に抑える形状を導出する必要がある．数値解析
により，外部搭載物の形状を決定できることは開発の
手助けとなり，航空機の分野において非常に有効であ
る．本研究はこの問題に対する基礎的な研究に位置づ
けられる．
形状決定問題の勾配法を用いた数値解析には有限
要素法が有効である．形状決定問題は物体境界の勾配
計算に大きく影響を受けるため，有限要素法は任意形
状への適合性が良く，任意の複雑形状を有する解析領
域を正確に分割し，複雑な境界条件の処理を容易に扱
える利点がある．特に，有限要素法の中でも気泡関数
は補間関数により安定性を確保できるため勾配法を用
いた制御問題に適する．
勾配法による形状決定問題は，物体の表面座標に
関する安定な勾配計算が重要となる．勾配の計算は，
物体表面に隣接する不均等なメッシュに依存し，物体
形状の更新が進む過程で，物体表面の節点間隔は部分
的に狭くなり，計算の破綻が発生する．また，面積一
定の条件を考慮する場合には，繰り返し計算が必要と
なるため形状が収束しない場合や計算時間の増加とな
る．形状更新には勾配を安定に導出する最小化アルゴ
リズムが不可欠である．
本研究では，有限要素法を離散化手法とし，形状
決定問題を効率的かつ，安定に解くためにの気泡関数
を提案し，形状決定問題に対して安定な勾配を得て形
状更新可能な新しいアルゴリズムを示す．
2 新たな気泡関数
気泡関数要素は図１の要素であるため，要素毎に
重心点の節点量を記憶する必要があり，３次元計算及
び制御問題において，計算機記憶容量の負担となるた
め，効率的な解析の妨げとなる．本研究で提案する気
泡関数要素は，安定化有限要素法と等価の安定化作用
を確保し，かつ，要素毎の気泡関数における重心点の
未知量の記憶を不要とする．そのため，効率的かつ安
定に形状決定問題等の大規模計算を解くことが可能で
ある．
図１ 気泡関数要素 図２ 線形要素
3 新しいアルゴリズム
メッシュの不規則性及び狭いメッシュ間隔を避け，
物体表面座標に対する安定な勾配を得るために，リ
メッシング法及びスムージング法の両方を新アルゴリ
ズムでは導入する．また，実際の外部搭載物自体の目
的を損なわないために，ある搭載物の体積，又は表面
積は維持されなければならない．そのため，物体の体
積を初期形状の体積と同等になるように維持するよう
に，面積一定の条件を用いる．面積一定の条件では，
本来の方法のように，法線方向に物体を移動して物体
の面積を一定とするのではなく，放射方向に物体を移
動して物体の面積を一定とすることをアルゴリズム
に組み込む．これにより，繰り返し計算における時間
の短縮及び収束しない状況を防ぐことが可能となる．
リメッシング法は，物体の表面における節点間隔を一
定とし，物体周りに構造メッシュを用い，その周囲に
Delaunay三角形分割法又は構造メッシュを適用する.
スムージング法には，Jameson及び八木らの用いた
スムージング法を導入する．このアルゴリズムによっ
て，物体表面に対する安定な勾配計算が可能となり，
形状更新を行なうことができる．新しいアルゴリズム
は以下に示す５から 10の部分である．
1. l = 0として，初期の物体表面座標 x(l)i を設定す
る．
2. 初期の状態量U (l) を求める.
3. 初期の評価関数 J (l) を求める.
4. 随伴変数Λ(l) を求める.
5. スムージングをした勾配Gi を求める.
6. 表面座標 x(l+1)i を求める.
7. もし，物体境界 ΓB同士が交わって壊れた場合，重
みをW (l) = 2.0W (l) として，6へ．
その他は 8へ．
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8. 計算領域をリメッシングする．
9.
P
A
(l)
e (xi)−A0 = 0により物体面積を一定になる
ように，表面座標を移動し，流れに平行となるように
物体の両端を基準に回転移動させる．
10. 計算領域をリメッシングする．
11. E = kx(l+1)i − x
(l)
i kにより，収束判定をする．
もし，E < E¯ ならば，終了
その他は 12へ.
12. 状態量 U (l+1) を求める.
13. 評価関数 J (l+1) を求める.
14. 重み定数W (l+1) を更新する．
もし，J (l+1) · J (l)ならば，l = l+1として 4へ，
その他は， W (l+1) = 2.0W (l) として 6へ.
ここで，E¯ は物体形状の収束判定基準である．
4 計算手法
本研究で用いる基礎方程式及び随伴方程式の離散
化には，提案する気泡関数を用いた有限要素法を適
用する．空間方向の離散化には新しい気泡関数要素を
適用し，時間方向の離散化には Θ法を適用する．安
定化気泡関数を補間関数とし，時間微分項に線形補間
を用いる新たな気泡関数により行なう．この際に，時
間微分項に対し一次要素を用い，その他の項及び重み
関数に気泡関数要素を用いることにより，安定化有限
要素法と等価の安定化作用を確保し，かつ，要素毎の
未知量の記憶を不要とする．また，圧縮性流れにおい
て，マッハ数の高い流れでは数値的安定性が不足する
ため，衝撃波捕捉項を付加して解析を行う．
拡張評価関数に基づいた変分法を用いた勾配法に
よって形状決定を行なう．非粘性圧縮性流れにおいて，
評価関数は軸方向の物体の表面のトラクションの二乗
和の積分で構成する以下の式を用いる．
J =
1
2
Z
I
Z
Γ
(pi − p¯i)Qij(pj − p¯j)dΓdt, (1)
ここで， piは物体表面における xi方向のトラクショ
ンであり，Qij は重み定数である．p¯iは目標のトラク
ションであり，通常はゼロに設定する．また，粘性圧
縮性流れにおける評価関数は，物体表面における流体
力を直接的に用いる以下の式を用いる．
J =
1
2
Z
I
(Fi − F¯i)Qij(Fj − F¯j)dt, (2)
ここで，Fi は流体力, F¯i は目的とする流体力であり，
通常はゼロにする．圧縮性 Euler方程式，又は，圧縮
性Navier-Stokes方程式による基礎方程式を評価関数
の拘束条件とし，評価関数を最小とするものを最適な
状態として定義する．新しいアルゴリズムでは，最小
化手法に重み付き勾配法を用い，随伴方程式により計
算される評価関数の勾配はスムージング法を適用した
後に，物体座標の更新に用いる．更新した形状は物体
周りを規則的な構造メッシュによってリメッシングす
る．面積一定の条件により，物体の体積は初期形状の
体積と同等になるように維持される．３次元解析の際
は，計算領域の領域分割を行い，並列計算機を用いて
計算する．
以上の方法を用いて、安定性と解析に必要なメモ
リーを確保し，本手法による２次元領域及び３次元領
域における形状を導出する．
5 数値解析例
5.1 非粘性圧縮性流れにおける気泡関数の安定性及
び効率性の検証
提案する気泡関数の安定性及び効率性の検証問題
には，非粘性圧縮性流れにおいて，Sodの衝撃波管問
題によって安定性を確認し，圧縮流れにおける物体周
りの流れ解析によって効率性を確認する．Sodの衝撃
波管問題では厳密解と解析解がよく一致し (図３)，物
体周りの流れ解析では，密度分布に数値振動は発生
しなかった (図４)．また，新たな気泡関数と全ての補
間に気泡関数を用いた場合 (安定化気泡関数)に必要
な計算時間及び未知数を比較した場合，計算時間では
9.5%，未知数では 66.3%減少した (表１)．
図３ 密度分布
(Sodの衝撃波管問題)
図４ 密度分布
(物体周りの流れ)
表１ 計算時間及び未知量の数
計算時間 未知量の数
提案する気泡関数 3h5m8s 25326
安定化気泡関数 3h22m21s 75466
5.2 粘性圧縮性流れにおける気泡関数の安定性の
検証
粘性圧縮性流れにおいて，Carterの平板上の超音速
流れ及び圧縮コーナーにおける流れ解析によって安定
性解析を実施した．Carterの平板上の超音速流れ及
び圧縮コーナーにおける流れ解析における密度分布に
は数値振動は発生しなかった (図５，図７)．平板上の
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超音速流れにおいて，x = 1.0の位置における密度分
布は Carterの結果とよく一致した (図６)．圧縮コー
ナーにおける流れ解析において，圧力係数は安定化有
限要素法の Shakibの結果及び Carterの結果と一致
した (図８)．剥離点及び再付着点の位置は Shakibの
結果に最も近いものとなった (表２)．また，物体周り
におけるマッハ数の低い流れとマッハ数の高い流れの
解析を実施し，マッハ数の違いによる流れの影響を確
認した. マッハ数 0.2の流れでは非圧縮性流れの現象
を示し (図９)，マッハ数 1.0の流れでは物体後方に斜
め衝撃波が発生した (図 10)．
図５ 密度分布
(平板上の流れ解析)
図６ 密度分布
(平板上の流れ解析)
図７ 密度分布 (圧縮コー
ナーにおける流れ解析)
図８ 圧力係数 (圧縮コー
ナーにおける流れ解析)
表２ 循環流の範囲
剥離点 再付着点
本手法 0.875 1.175
Shakib 0.88 1.17
Hung and Mac Cormack 0.89 1.18
Carter 0.84 1.22
5.3 非粘性圧縮性流れにおける形状決定問題
非粘性圧縮性流れの形状決定問題では，非粘性流
れにおける最適解である平板が導出可能であることを
確認した．初期形状及び最終形状における圧力分布を
図 11及び図 12に示す．最終形状は平板に近い形状と
なった．有限要素メッシュの物体周りの節点数をメッ
シュ(1)からメッシュ(4)まで増加させ影響を確認し
たが，メッシュの分割が最も細かいメッシュ(4)が最
も評価関数を下げ，平板に近い形状となった (図 13，
図 14)．
図９ 圧力分布 (物体周り
の流れ, Mach = 0.2)
図 10 圧力分布 (物体周り
の流れ, Mach = 1.0)
図 11 初期形状の圧力分布
(非粘性流れ)
図 12 最終形状の圧力分布
(非粘性流れ)
図 13 評価関数
(非粘性流れ)
図 14 形状比較
(非粘性流れ)
5.4 粘性圧縮性流れにおける形状決定問題
粘性圧縮性流れの形状決定問題では，初期形状に楕
円及び NACA0012の形状を用いて，形状導出を行な
った．楕円及び NACA0012を初期形状とした最終形
状の圧力分布図をそれぞれ，図 15及び図 16に示す．
初期形状による依存性を楕円比を変えた初期形状と
NACA0012により確認した．NACA0012を初期形状
とした最終形状が最も評価関数を下げた (図 17)．そ
れぞれの最終形状の比較を図 18に示す．
5.5 ３次元領域における形状決定問題
２次元領域における最終形状の回転体を初期形状 (図
20)として，形状決定問題を実施した. 計算領域は 64
個の部分領域に分割し，並列計算を行なった (図 19)．
図 21及び図 22はそれぞれ，初期形状及び最終形状
の圧力分布を示す．評価関数は 95.28%に減少収束し
た最終形状を導出した (図 23)．
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図 15 最終形状の圧力分布
(楕円，粘性流れ)
図 16 最終形状の圧力分布
(NACA0012，粘性流れ)
図 17 評価関数
(粘性流れ) 図 18 形状比較
(粘性流れ)
図 19 領域分割図
図 20 物体周りの有限要
素メッシュ(初期形状)
図 21 初期形状の圧力分布 図 22 最終形状の圧力分布
図 23 評価関数 (３次元解析)
6 結論
新たな気泡関数及び新アルゴリズムは，圧縮性流
れにおける有限要素法による形状決定問題を安定かつ
効率的に解くことが可能となった．
また，設定した初期形状に対する最適形状を導出
が可能である.
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